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La funcion ¢ de Riemann

Sea s € C. Definimos: ¢(s) := 00 | &

» converge en un semiplano (Rs > 1)

» tiene una continuacion meromorfa

» tiene un numero finito de polos (s = 1 es el Unico)
satisface una ecuacion funcional.

v
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¢, Pero que tiene que ver con la teoria de numeros?
» tiene la factorizacion:

1
Il 7=

p primo

» sin tener cuenta del tema de la convergencia, esto se
puede obtener usando dos resultados simples pero
fundamentales en la matematica: la formula para las
series geométricas y el teorema fundamental de la
aritmética.

» jHacélo!
» El hecho que ((s) tiene polo cuando s = 1 es una
demostracion que hay una infinitud de primos.
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Mas conexiones...

Definimos 7(x) = #{p < x : p es primo}. Hacé una grafica de
m(x) vs x para x < 25y para x < 100.

Una observacién de Gauss:

» es posible ver que a grandes rasgos, la cantidad de primos
acotados por x es aproximadamente x divido por el doble
de cuanto digitos tiene x.

Nathan Ryan Funciones L y formas modulares: charla informativa



NS
Teorema de los numeros primos

El teorema nos dice m(x) ~ pas ~ Li(x) = [5 &
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Se puede demostrar que:

» siR(s) >1,¢(s)#0

» siR(s)<0ysis#—-2,—4,-6,...,((s) # 0 (estos son

los ceros triviales)

Nos deja con el hecho que todos los ceros no triviales se
encuentran en la franja critica: 0 < R(s) < 1y podemos
enunciar la hipétesis de Riemann (RH):

» si s es un cero de ¢(s) no trivial, tenemos R(s) = 1/2.
Se puede demostrar que RH es equivalente a esta estimacion
de 7(x):

7(x) = Li(x) + O(x"/?+%),

Esto quiere decir, mas o menos, que la primera mitad de los
digitos del n-isimo primo son los digitos de Li—'(n). jProbalo!
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I
Una forma modular

Ramanujan en un momento de inspiracion (uno de muchos)
definié esta funcion:

A@=q[J(1 =g =>_r(nq"

n>1 n>1

Calcula las primeras 2 coeficientes:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 -24 252 -1472 4830 -6048 -16744 84480 -113643 -115920 534612 -370944
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¢ Qué observas?

> Noté que la funcion 7 es multiplicativa: 7(2)7(3) = 7(6),

il

La primera grafica es log |7(p)| vs p y la segunda tiene una
cota de log(2p''/2) en rojo. Esta cota Ramanujan también
la observé. Mordell en los anos 1920 demostrd las dos
obervaciones de Ramanujan.
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I
Una forma modular

Si escribimos g = €™, vemos facilmente que
» A(Z) =A(z+1)
» con un poco de trabajo se puede ver que
A(—1/2) = 212A(2).
De estos dos hechos se puede concluir que A(qg) es una forma
modular de peso 12.

» Un problem abierto acerca de 7(n): La conjeture de
Lehmer dice que 7(n) # 0 paratodo n > 1.

» ilnvestigalo!
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IS
¢,Por qué las dos cosas en una sola clase?

Segun las conjetura folkléricas, hay una biyeccion entre last
formas modulares “interesantes” y las L-funciones. Es algo de
folklore por ni hay un definicion estandar de que es una
L-funcién ni de lo que quiere decir “interesante”. Mas
concretamente, les cuento de algunas conexiones explicitas:

» a cada forma modular (que es un autovector para los
operadores de Hecke) se puede asignar una L-funcion

» se puede calcular una forma modular empezando
s6lamente con las propiedades analiticas de la L-funcién
asignada a la forma modular

» la conjetura de Taniyama-Shimura (mostrada por Wiles)
dice a cada curva eliptica E se puede asociar una forma
modular f tal que la L-funcién de E es igual a la de f
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